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1 基礎事項

1.1 放物線

2 次関数のグラフが放物線になることはすでに学んだ。ここでは、放物線を図形的な性質から定
義して、その方程式を求める。
平面上で、定点 Fからの距離と、Fを通らない定直線 lからの距離が等しい点の軌跡を放物線と
いい、この点 Fを放物線の焦点、直線 lを放物線の準線という。

p 6= 0に対し、点 F(p, 0)を焦点とし、直線 x = −pを準線とする放物線の方程式を求める。こ
の放物線上の点を P(x, y) とし、P から l に下ろした垂線を PH とすると、PF = PH すなわち
PF2 = PH2 を満たす。よって、方程式

y2 = 4px (1)

を得る。逆に、(1)式を満たす点 P(x, y)は PF = PHを満たす。
(1) 式を放物線の方程式の標準形という。また、放物線の焦点を通り、準線に垂直な直線を、放
物線の軸といい、軸と放物線の交点を、放物線の頂点という。放物線は、その軸に関して対称で
ある。

放物線の標準形

焦点は点 P(p, 0)、準線は直線 x = −p、軸は x軸、頂点は原点 O、曲線は x軸に関して対称。

1.2 楕円

平面上で、2定点 F、F′ からの距離の和が一定である点の軌跡を楕円といい、この 2点 F、F′ を
楕円の焦点という。

a > c > 0 に対し、2 点 F(c, 0)、F′(−c, 0) を焦点とし、この 2 点からの距離の和が 2a で
ある楕円の方程式を求める。この楕円上の点を P(x, y) とすると、PF + PF′ = 2a より、
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√
(x − c)2 + y2 = 2a −

√
(x + c)2 + y2 となり、両辺 2乗して整理すると a

√
(x + c)2 + y2 = a2 + cx

を得る。再び両辺 2乗して整理すると (a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2) を得る。b =
√

a2 − c2 とお
くと、a > b > 0であり、b2x2 + a2y2 = a2b2 すなわち

x2

a2 + y2

b2 = 1 (2)

を得る。逆に、(2)式を満たす点 P(x, y)は PF + PF′ = 2aを満たす。(2)式を楕円の方程式の標準
形という。

(2)式と x軸および y軸の交点 A(a, 0)、A′(−a, 0)、B(0, b)、B′(0, − b) を楕円 (2)の頂点とい
う。頂点を結ぶ線分 AA′、BB′ のうち、長い方を長軸、短い方の BB′ を短軸という。焦点は、長軸
上にある。また、長軸と短軸の交点 Oを、楕円の中心という。
楕円 (2)は、長軸、短軸に関して対称であり、中心に関しても対称である。

楕円の標準形

焦点は 2 点 (
√

a2 − b2, 0)、(−
√

a2 − b2, 0)、楕円上の点から 2 つの焦点までの距離の和は
2a、長軸の長さは 2a、短軸の長さは 2b、曲線は x軸、y軸、原点 Oに関して対称。

一般に、楕円 x2

a2 + y2

b2 = 1は、円 x2 + y2 = a2 を、x軸をもとにして、y軸方向に b

a
倍して得ら

れる曲線である。

1.3 双曲線

平面上で、2 定点 F、F′ からの距離の差が 0 でなく一定である点の軌跡を双曲線といい、この 2
点 F、F′ を双曲線の焦点という。

c > a > 0 に対し、2 点 F(c, 0)、F′(−c, 0) を焦点とし、この 2 点からの距離の差が 2a であ
る双曲線の方程式を求める。この双曲線上の点を P(x, y) とすると、P が双曲線上にあるのは
PF − PF′ = ±2aのときであるから、楕円のときと同様の計算により、

x2

a2 − y2

b2 = 1 (3)

を得る。ただし、b =
√

c2 − a2 とした。逆に、(3)を満たす点 P(x, y)は PF − PF′ = ±2aを満た
す。(3)式を双曲線の標準形という。
双曲線 (3)は、次の 2直線が漸近線である：

y = b

a
x, y = − b

a
x.

双曲線の焦点 F、F′ を通る直線と双曲線の交点を、双曲線の頂点という。また、線分 FF′ の中点
を、双曲線の中心という。
双曲線 (3)について、頂点は 2点 (a, 0)、(−a, 0)で、中心は原点 Oである。また、この双曲線
は、x軸、y軸、原点 Oに関して対称である。
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双曲線の標準形

焦点は 2点 (
√

a2 + b2, 0)、(−
√

a2 + b2, 0)、双曲線上の点から 2つの焦点までの距離の差は
2a、漸近線は 2直線 y = b

a
x、y = − b

a
x、曲線は x軸、y軸、原点 Oに関して対称。

一般に、双曲線 x2

a2 + y2

b2 = 1の漸近線は 2直線 y = x、y = −xであり、これらは直角に交わる。
このように、直角に交わる漸近線をもつ双曲線を直角双曲線という。

1.4 2曲線の平行移動

x、y の方程式 F (x, y) = 0 を満たす点 (x, y) の全体が曲線を表すとき、この曲線を方程式
F (x, y) = 0の表す曲線、または曲線 F (x, y) = 0という。また、方程式 F (x, y) = 0を、この曲線
の方程式という。
次のことがいえる：

曲線の平行移動

曲線 F (x, y) = 0を、x軸方向に p、y軸方向に qだけ平行移動すると、移動後の曲線の方程
式は F (x − p, y − q) = 0となる。
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2 例題

1. 円 x2+y2 = 42 を、x軸をもとにして y軸方向に 3
4 倍して得られる曲線の方程式が

x2

16+y2

9 = 1
となることを示せ。

2. 座標平面上において、長さが 5の線分 ABの端点 Aは x軸上を、端点 Bは y軸上を動くとき、
線分 ABを 2 : 3に内分する点 Pの軌跡を求めよ。

3. 2直線 y = x、y = −xが双曲線 x2 − y2 = 1の漸近線であることを示せ。
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3 演習問題

1. 次の放物線の焦点と準線を求めよ。また、その放物線の概形をかけ。

(1) y2 = −6x

(2) y = 3x2

2. 次のような放物線の方程式を求めよ。

(1) 焦点が点 (6, 0)、準線が直線 x = −6

(2) 頂点が原点で、焦点が y軸上にあり、点 (3, − 3)を通る

3. 次の楕円の長軸の長さ、短軸の長さ、および焦点を求めよ。また、その楕円の概形をかけ。

(1) x2

36 + y2

16 = 1

(2) x2

9 + y2

25 = 1

(3) 16x2 + 25y2 = 400

4. 中心が原点、長軸が x軸上にあり、次の条件を満たす楕円の方程式を求めよ。

(1) 長軸の長さが 6、短軸の長さが 4

(2) 2点
(

3
√

3
2 , 1

)
、

(
3
2 ,

√
3
)
を通る

(3) 2点 (
√

7, 0)、(−
√

7, 0)を焦点とし、短軸の長さが 6

5. 円 x2 + y2 = 25を x軸をもとにして y軸方向に 4
5 倍した曲線の方程式を求めよ。

6. 次の双曲線の頂点、焦点、および漸近線を求めよ。また、概形をかけ。

(1) x2

16 − y2

25 = 1
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(2) x2

4 − y2

8 = −1

(3) 9x2 − 16y2 = 144

7. 次のような双曲線の方程式を求めよ。

(1) 焦点が (0, 3)、(0, − 3)で、点 (4, 5)を通る

(2) 漸近線が 2直線 y = 2x、y = −2xで、点 (3, 0)を通る

(3) 頂点が (0, 4)、(0, − 4)である直角双曲線1）

8. 曲線 x2

4 + y2

9 = 1を、x軸方向に 2、y軸方向に −3だけ平行移動して得られる曲線の方程式を
求めよ。また、その焦点を求めよ。

9. 次の方程式はどのような図形を表すか答えよ。また、その概形をかけ。さらに、放物線なら頂
点と焦点、楕円なら中心と焦点、双曲線なら焦点と漸近線を求めよ。

(1) y2 + 4y − 4x + 12 = 0

(2) 9x2 + 4y2 − 36x + 8y + 4 = 0

1） 2つの漸近線が垂直に交わる双曲線を意味する。
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