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1 基礎事項

1.1 約数と倍数

2つの整数 a、bについて、ある整数 kを用いて、a = bkと表されるとき、bは aの約数であると
いい、aは bの倍数であるという。
一般に、整数 a、b、nについて、次のことが成り立つ：

「a、bが nの倍数」=⇒「a + b、a − bは nの倍数である」.

ある自然数 nについて、次の有名な倍数判定法がある：

「nの一の位が 0」=⇒「nは 10の倍数」,

「nの一の位が 0, 2, 4, 6, 8のいずれかである」=⇒「nは 2の倍数」,

「nの一の位が 0, 5のいずれかである」=⇒「nは 5の倍数」,

「nの各位の数の和が 3の倍数である」=⇒ nは 3の倍数である,

「nの各位の数の和が 9の倍数である」=⇒ nは 9の倍数である.

2 以上の自然数で、正の約数が 1 とその数自身のみである数を素数という。素数は無数にあるこ
とが知られている。2以上の自然数で、素数でない数を合成数という1）。

15 = 3 · 5のように、整数がいくつかの整数の積で表されるとき、そのそれぞれの整数をもとの
因数という。
素数である因数を素因数といい、自然数を素数だけの積の形に表すことを素因数分解すると
いう。
一般に、次のことが成り立つ：

1） 合成数は、必ず素因数分解できる。また、1 つの合成数の素因数分解は、積の順序を考えなければ、1 通りであるこ
とが知られている。このことを、素因数分解の一意性という。
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約数の個数

自然数 N の素因数分解が N = pa · qb · rc · · · となるとき、N の正の約数の個数は
(a + 1)(b + 1)(c + 1) · · · である。

1.2 最大公約数・最小公倍数

2 つ以上の整数について、共通する約数をそれらの公約数といい、公約数のうち最大のものを最
大公約数という。また、2 つ以上の整数について、共通する倍数をそれらの公倍数といい、正の公
倍数のうち最小のものを最小公倍数という。
一般に、次のことがいえる：

公約数は、最大公約数の約数、公倍数は最小公倍数の倍数である。

2つの整数 a、bについて、共通な素因数がないとき、aと bの最大公約数は 1である。2つの整
数 a、bの最大公約数が 1であるとき、a、bは互いに素であるという。

a、b、cは整数で、a、bは互いに素であるとする。このとき、一般に、次のことが成り立つ：

1. acが bの倍数であるとき、cは bの倍数である。

2. aの倍数であり、bの倍数でもある整数は、abの倍数である。

1.3 整数の割り算と商・余り

整数 aと正の整数 bについて、次の式を満たす整数 q、rは 1通りに定まる：

整数の割り算

a = bq + r, 0 ≤ r < b.

上の等式 a = bq+rにおいて、qは aを bで割ったときの商、rは aを bで割ったときの余りとい
う。r = 0のとき aは bで割り切れるといい、r 6= 0のときは aは bで割り切れないという。
整数を正の整数 m で割ったときの余りに着目すると、すべての整数は、整数 k を用いて、次の
いずれかの形に表される：

mk, mk + 1, · · · , mk + (m − 1).

例えば、整数 3で割ったときの余りは 0、1、2のいずれかである。したがって、すべての整数は、
整数 kを用いて

3k, 3k + 1, 3k + 2.
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2 おあそび

2.1 最大公約数・最小公倍数の性質

2つの自然数 a、bの最大公約数を g、最小公倍数を lとし、a = ga′、b = gb′ であるとする。一般
に、次のことがいえる：

1. a′、b′ は互いに素である。

2. l = ga′b′.

3. ab = gl.

2.2 合同式

以下では、a、b、c、dは整数、m、kは正の整数とする。
一般に、a、bをmで割った余りを、それぞれ r、r′ とすると、次のことが成り立つ：

1. a + bをmで割った余りは、r + r′ をmで割った余りに等しい。

2. a − bをmで割った余りは、r − r′ をmで割った余りに等しい。

3. abをmで割った余りは、rr′ をmで割った余りに等しい。

4. ak をmで割った余りは、rk をmで割った余りに等しい。

aをmで割ったときの余りと、bをmで割ったときの余りが等しいとき、a − bはmの倍数であ
る。このとき、aと bはmを法として合同であるという。このことを

a ≡ b (mod m)

と表す。このような式を合同式という。
合同式について、次のことが成り立つ：

1. a ≡ a (mod m),

2. a ≡ b (mod m) =⇒ b ≡ a (mod m),

3. a ≡ b (mod m) ∧ b ≡ c (mod m) =⇒ a ≡ c (mod m).
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ただし、∧は「かつ」を意味する。
a ≡ c (mod m)、b ≡ d (mod m)のとき、次が成り立つ：

1. a±b ≡ c±d (mod m),

2. ab ≡ cd (mod m),

3. ak ≡ ck (mod m).
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3 例題

1. 次の命題の真偽を定めよ。

(1) 66は 6の倍数である。

(2) −12は 6の倍数である。

(3) 6の約数はちょうど 8個ある。

(4) 0はすべての整数の倍数である。

(5) 1はすべての整数の約数である。

(6) 1230は 2の倍数である。

(7) 1230は 3の倍数である。

(8) 1230は 4の倍数でない。

(9) 1230は 5の倍数である。

(10) 1230は 6の倍数である。

(11) 整数 a、bが 3の倍数ならば、a + bと a − bも 3の倍数である。

(12) 1は素数でない。

2. 3桁の自然数 N について、3の倍数判定法と 9の倍数判定法が正しいことを確認せよ。

3. 2つの整数 a、bをmで割った余りを、それぞれ r、r′ とすると、a + bをmで割った余りは、
r + r′ をmで割った余りに等しいこと、a − bをmで割った余りは、r − r′ をmで割った余り
に等しいこと、abをmで割った余りは、rr′ をmで割った余りに等しいことを示せ。

4. ak をmで割った余りは、rk をmで割った余りに等しいことを示せ。
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5. 5100 を 4で割った余りを求めよ。

6. nは整数とする。n2 を 3で割ったときの余りは、2ではない。

6



4 演習問題

1. aと bは整数とする。aと a + bがともに 7の倍数ならば、bは 7の倍数であることを示せ。

2. yが 9の倍数であるとき、xをすべて求めよ。ただし、xは 0から 9までの 10個の整数である
とする。

(1) y = 9670 + x

(2) y = 4038 + 100x

3. y = 6230 + xを満たす yが 6の倍数であるとき、xを求めよ。ただし、xは 0から 9までの 10
個の整数であるとする。

4. 540を素因数分解せよ。

5. 24の正の約数をすべて求めよ。

6. 500の正の約数の個数を求めよ。

7. 次の数の組の最大公約数と最小公倍数を求めよ。

(1) 140、525

(2) 30、126、140

8. 次の 2つの整数が互いに素であるかどうかを答えよ。

(1) 26と 39

(2) 45と 76

9. 縦 90cm、横 168cmの板がある。次のものを求めよ。

(1) 同じ大きさのこの板を同じ向きにすき間なく敷き詰めて正方形を作るとき、最も小さい正
方形の 1辺の長さとのそのときに必要な板の枚数
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(2) この板 1枚に、同じ大きさの正方形のタイルをすき間なく敷き詰めるとき、最も大きい正
方形のタイルの 1辺の長さとそのときに必要なタイルの枚数（タイル 1辺の長さは整数と
する）

10. 2つの整数 a、bを 9で割った余りがそれぞれ 4、6であるとき、次の数を 9で割ったときの余
りを求めよ。

(1) 2a + 7b

(2) a2 − 5ab
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